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Mathématiques 2
Correction
Probleme 1

Nombre chromatique d"un graphe

1.
2. 2. Il suffit de considérer I'application ¢ : S; — S3 définie par p(1) = 5, p(2) = 4, ¢(3) = 3,

©(4) =2 et p(5) = 1. On a bien ¢ est une bijection et V(s, t) € S, {s t} € A1 < {po(s), ()} €
As. Donc G et G2 sont isomorphes.

2.2.

2.2.1.

2.22.

Ona ag(s) = card{{s,t}/t € S et {s,t} € A}. L'application
s : Va(s) = {{s,t}/t € S et {s,t} € A}
définie par ¢,(t) = {s,t} est une bijection ( vérification immédiate ), donc
card Vg(s) = card{{s,t}/t € S et {s,t} € A},

ou encore

ag(s) = card (Vg(s)) .

Considérons l'application ¢ de Vi (s) dans Vi (¢(s)) définie par Vt € Vig(s), ¥(t) = ¢(t).
e 9 est injective, car ¢ est injective.

e Soitt’ € Vi (p(s)) ett € Stel que ¢(t) =t'.Ona {¢p(s),t'} = {p(s),d(t)} € A’ et comme
¢ est un isomorphisme de graphes entre G et G/, alors {s,t} € Aetdonct € Vi(s).

En conclusion, il existe t € Vz(s) tel que ¢(t) = ¢'. D’ot1 ¢ est surjective.

Donc 1 est bijective et par conséquent card (Vi (s)) = card (Vo (4(s))) et d’apres la ques-
tion précédente, on a :

ag(¢(s)) = ac(s).
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2.3. Non, en effet, supposons qu’il existe un isomorphisme ¢ entre G| et G2. On a:

Vo, = {t € Sl/{17t} € Al} = {{172}a {173}}7

donc card(Vg, (1)) = 2. D’apres la question précédente, card(Vg, (¢(1))) = 2. Donc nécessaire-
ment ¢(1) = 2. Le méme raisonnement montre que ¢(2) = 2. Ceci est absurde car ¢ est une
bijection.

3. 3.1. On a ng = card Sg, donc Sg et [1,ng] ont le méme nombre d’éléments, donc il existe une
bijection ¢ de S dans [1, ng]. En, particulier, V{s,t} € Ag, s # t et donc ¢ (s) # 1 (t), 'est-a-
dire v est un bon p-coloriage de G et donc ¢ € B(ng, G), d’ou fg(ng) = card B(ng,G) > 1 ou
encore ng € E(G).

3.2. Soit p € E(G). Fixons ¢, : E — [1,p] un bon p-coloriage. Tout d’abord, comme p + 1 > p,
ona pp(z) € [1,p+ 1]. On peut donc définir une application ¢,11 : E — [1,p + 1] en posant
Ypt1(x) = pp(z). Alors comme ¢, 1(x) = @p(z) pour tout z € S,ona:

V(S,t) € SQ’ {S’t} €A= (:Oerl(S) 7é (:Oerl(t)'

Par suite ¢, est un bon p + 1-coloriage, donc un élément de B(p + 1, G). Ceci montre que
p+1e EG).

3.3. E(G) est un sous-ensemble non vide de N (il contient n¢ ). Soit donc ¢ le plus petit élément
de E(G) ( toute partie finie non vide de N admet un plus petit élément ). D’ot1, d’apres la
question précédente :

E(G) =Nnlbg,+ool.

4. 4.1. Si Ag = 0, alors toute application de S dans [1, p] est un bon p-coloriage, donc B(p, G) est
’ensemble de toutes les applications de S¢; dans [1, p]. D’ot1

fa(p) = card B(p, G) = p"¢.
4.2.
421 ¢ R(Gy) = {1,3} U{L, 4} U{1,5} U{3,5} = {1,2,4,4}, dott o(G4) = L.
o {t € Sy/{1,t} € Ay} ={3,4,5}, donc 7(G4) = 3.

[ 5o = Sa = {1,2,3.4,5)
+2.2 { Axn = A, \ (11,3} = {{1,4}, {1,5}, {3,5}}

@

Graphe \(Gy)

et
.{ Sy = {2.3,4,5)
A)\(G4) = {{37 4}7 {37 5}}
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&
@ ©
O,

Graphe 1(Gy)

4.2.3. Tl est clair que card Ay ) = card Ag — 1 < card Ag. Vérifions d’abord que A, () est bien
un ensemble de paires. Si {s,t} € A, ) et x(s) = x(t), on aurait {s,t} = {0(G), 7(G)} ce
qui est exclu d’apres la définition de A, (). L'application « induit une surjection de A
sur AH(G), il en découle que

4.24.

4.24.1.

4.242.

4.2.4.3.

4244.

card A,,q) = card{{x(s), k(t)}/(s,t) € Ay} < card Ay < card Ag.

Les bons p-coloriage de G et les bons p-coloriage de ;(G) n’ont pas le méme domaine
de définition, donc B(p, G) N B(p, u(G)) = 0.

On a Sy = Si. Soit ¢ un bon p-coloriage de G, donc ¥ est une application de Si
dans [1, p] qui vérifie

V(s,t) € S&, {s,t} € Ag = ¥(s) # ¥(t),

et comme Ay ) C Ag, alors

V(s,t) € Syq), {8t} € Ag = P(s) # ¥(1),

Donc v est un bon p-coloriage de A\(G). D’out B(p, G) C B(p, \(G)).

Remarquons que ¢/ = 1 o . Soit {s,t} € Ax)- Alors {k(s),k(t)} € Ayq)- Comme
Y est un bon p-coloriage pour u(G), on a ¥(k(s)) # ¥ (k(t)), c’est-a-dire P (s) # (t).
Ainsi, 1 est un bon p-coloriage pour A\(G) : Ve B(p, \(GQ).

Injectivité : Soient ¢1, 12 € B(p, G) U B(p, u(G)) tels que I'(¢1) = I'(¢2).

eSi ¢1, wg S B(p, G), alors F(wl) = ¢1 et Fng) = wg, dOl’lC}ﬂl = ¢2. ~ ~

e SiY1,Y9 € B(p,u(G)), alors I'(¢1) = 11 et I'(¢2) = g, donc 11 = 1, et donc
P1(s) = 1a(s) pour tout s # o(G) ceci implique que ¥1(s) = 2(s) pour tout s €
Su(G)r donc 1/11 = 1/)2.

¢ Si Yy € B(p,G) et € B(p, u(G)) alors nécessairement ¢, # 1 (d’apres?). Ona

o (@) = 1a(0(G)) = 1a(7(G))
etsis # o(G), ¥1(s) = 1a(s) = ha(s) en particulier
Pi(7(G)) = ¥2(7(G)) = ¥1(0(G))

ce qui est absurde, car {0 (G), 7(G)} € Ag, donc ¢ (7(G)) # 11 (7(G)). En conclusion,
I'application I' est injective.
Surjectivité : Soit ¢ un bon p-coloriage de A\(G), deux cas sont possibles :
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* o(0(G)) # o(7(G)).

e o(0(G)) = o(7(G)).

Sip(0(G)) # ¢(1(@Q)), alors ¢ est un bon p-coloriage de G et donc I'(¢) = ¢.
)

Si p(a(Q)) = p(7(Q)), alors p = ¢, en effet { ggz)(i)zp(zs)@g(f;) #(C).

D’olt ¢ = ¢ et par conséquent ¢ = I'(yp).
En conclusion, I est une bijection et par comparaison des cardinaux, on obtient :

card B(p, G) + card B(p, u(G)) = card B(p, A(G)

car B(p, G) N B(p, u(G)) = 0.
4.2.5. L'égalité précédente, entre cardinaux, s’écrit encoure sous la forme :

fa(p) + fue) () = fre

et ceci Vp € N*. D'ou :
fea = Ixe) — fuo)-

5. On va procéder par récurrence sur card Ag (le nombre d’arétes ).
e Sicard Ag = 0, c'est-a-dire Ag = 0, fa(p) = p™¢ (d’apres la question 6. )
e Supposons maintenant card A > 1. D’apres ce qui précéde

fea = Ixe) — fuo):

Les graphes A\(G) et 11(G) contiennent tous deux card A — 1 arétes. D’apres 'hypothese de récur-
rence, il existe des entiers ag, a1, ..., ap,, tels que

ng
f/\(G) (p) = Z akpk, (Card Sg = card S)\(G) = ng)
k=0

avec ay, # 0.
De méme, il existe des entiers by, b1, ..., by, —1 tels que

ng—1
e (p) = Z bip”, (card Sy = card Sy = ng — 1)
k=0
avec b, ,—1 # 0. D’otl
ng—1
fa(p) = angp™® + > (ar — bp)p".
k=1

Donc f¢ est une fonction polynomiale en p de degré ng.

6. Si ¢ est un isomorphisme de G sur G, alors on vérifie que :

0O Si ¢ est un bon p-coloriage de G’, ¢ o ¢ est un bon p-coloriage de G.
O Si ¢ est un bon p-coloriage de G, ¥ o ¢! est un bon p-coloriage de G'.

L'application v — 1 o ¢! définit donc une bijection de B(p, G) vers B(p, G'), qui ont donc méme
nombre d’éléments. Par suite for = f¢ si G et G’ sont deux graphes isomorphes.

7.1.
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Graphe G

D’ou

et

Graphe \(G)) Graphe 1(G))

Ensuite, o(u(G) = 2 et 7(u(G)) = 3, ce qui donne :

Graphe A(4(G)) Graphe 4 (1 (@)
D’apres la relation de la question précédente, on a :

fa(p) = fre) () — fue) (@)

et
Tu@)®) = @) (®) = fuuc) ()
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D’ou
fa(p) = fre)®) — Faue) () + Fuua) ()-

Soit ¢ un bon p-coloriage de A(G), il y a p choix possibles pour ¢(1), p—1 choix pour ¢(2), ¢(3)
et o(4). D’'ou

De méme

et £y (p) = p(p — 1) ce qui donne
fap) =p(p—1)* —p(p—1)> +pp— 1) = plp — 1)(p* — 3p + 3).
7.2. Ona fo(1) = 0 et fo(2) # 0, d’oit :
¢ = min{p € N/ fa(p) # 0} = 2.

Remarque : Le nombre minimum de couleurs nécessaire pour colorier chaque sommet du
graphe G de fagon que deux sommets adjacents quelconques soient de couleurs différentes est
2, c’est le nombre chromatique 6.

Probléme 2

1.1 Soit A € Ay, et Z € C". Si Z est nul, I'inégalité est bien vérifiée. Si Z est non nul, alors par définition
de la borne supérieure, on a:
- N(AZ)
N(A) >
W=V

Donc, VZ € C*, N(AZ) < N(A)N(Z).
1.2 Soit Z € C*nonnul,on a:

E :aZJZJ

= Sup
1€[1,n]

< SUP ZMUHZJ‘ < SUP Z|aw|N
i€

n]]Jl

On obtient donc Nu,(A4) < sup Z |ai;]
i€[1, n]]
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n

1.3 Supposons sup Z la;j| atteint pour ¢ = i et considérons le vecteur Z tel que Vj, |z;| = 1, avec
1€[1,n] =1
@igj%j = |aiyj|, ona donc:

n n n
Noo(AZ) < | aigizi| =Y laigjl = sup > |aij| - Noo(Z)
=1 =0 i€[1,n] j=1

Il en résulte Noo(A) = sup Z |laijl.

2.1 Si Z est non nul, alors il existe un indice i tel que z;, # 0. Par suite, (2'Z);,;, # 0. Donc la matrice
Z'7 est non nulle.

2.2 Soit Z un vecteur propre non nul de A, associé a la valeur propre A de valeur absolue || = p(A).
Alors
p(AW(2'Z) = p(AZ'Z) < Y(A)(ZZ)
Comme Z est non nul, alors d’apres la question précédente Z'Z est non nul et donc 1(Z'Z) n’est
pas nul. D’out p(A) < ¢(A).
3.1 AetT ontle méme polyndme caractéristique, donc S est le spectre de A.
32 Ona:

Vi 'AVs = Dy 'UT'AUDs = Dy 'TDs = Dy ' (ti;67 Vi<ij<n
= (t¢ ' )1<ij<n

(ti; 6" N1<ij<n

Done V; ' AVs = (£:67)1<i j<n
n
3.3 L'expression Z |ti; W ~testun polynome en ¢, s’Tannulant en 0, par continuité en 0, il existe 6. > 0
j=i+1
vérifiant la propriété :

n . .
> ltglol i <e

j=i+1

34 Ona
$(A) = Nu(VAV) = Noo((tij6’ ")1<ij<n)
= sup Z |7fij5j_i’

i€[1,n] j—it1

n
sup _|[ti;| + sup Z |ti;07 7"

<

i€[1,n] L
< sup [tiy|+e

i€[1,n]

Dot (A) < p(A) + ¢
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35 Ona

B —1
B(B) = Nou(VAV) = %W

Noo(VTTAVV—LZ)

= Ssu
Z;éI()) Noo(V_IZ)
Noo(V-LAZ)
= sup

740 Noo(V71Z)

On a utilisé le fait que V' est une bijection. L'ensemble des vecteurs de C" non nul peut alors étre
représenté par V! Z avec Z non nul.
Posons N(Z) = N, (V~1Z), et vérifions que N est une norme :

e N(Z)=0& Noo(V12) =0V 1Z=0&2Z=0.

* Noo(VTHAZ)) = Noo(AV712) = [A|Nao (V71 2), d'0ta

N(AZ) = |AN(Z).
° NOO(V_I(Z1 + ZQ) = NOO(V‘lZl + V_IZQ) < NOO(V‘lZl) + NOO(V_IZQ), d’ou

4.1 Supposons que lim A* = 0. Donc, par équivalence des normes, lim N, (A¥) = 0. L'inégalité
k—o0 k—o0

Noo(A¥Z) < Noo (AF)Noo(Z) montre que klim AFZ = 0.
—00
4.2 Soit Z € C" tel que AZ = Z avec |\| = p(A). Alorson a:
lim A*Z =0 < lim No(\2)=0
k—o0 k—o0
= lim [MfN.(Z2)=0
k—o0
= |\ <1
= p(A) <1
Done lim AFZ =0 = p(A) < 1.
—00
4.3 Si p(A) < 1, on peut trouver ¢ > 0 avec p(A4) + ¢ < 1. Les questions 3.4 et 3.5 nous indiquent alors
qu'i existe une norme N telle que N(A) < 1.

4.4 Lanorme matricielle N vérifie l'inégalité N(A¥) < [N(A)]*. Doncsi N(A) < 1, alors lim N(A¥) =

k—o0
0.

5.1 Comme f est o-lipschitzienne, on a

N(f(Zrs1) = F(Zk)) < oN(f(Zk) = f(Zk-1))

Par itération de cette formule, on obtient

N(f(Zy) = f(Zr-1)) < o*N(f(Z0) — Zo)
On en déduit alors que, quels que soient p < g, on peut écrire

N(Zg—2Zp) < N(Zg—Zg—1)+ N(Zq—l—quz T+ N(Zp1 — Zp)

< ZUjN(f(Zo) — Zo)

_ 49t1-p
pl o

IN

o

— o N(f(Zo) — Zo)

1 ipoN(f(Zo) - Zo)

IN
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Ce dernier terme tendant vers 0 quand p tend vers l'infini. La suite (Z,,),en est donc une suite de
Cauchy dans I'espace C" qui est complet. Donc la suite (Z,,),cn est convergente.

5.2 Soit X la limite de la suite précédente. Par passage a la limite dans I'égalité Z;; = f(Zx), on voit
bien que X est un point fixe de f.

Supposons que X et Y soient deux points fixes distincts de f. Alors
N(Y = X) = N(f(Y) - f(X)) < oN(Y - X) < N(Y - X),

ce qui est impossible si X et Y sont différents.
On a donc montré I'unicité du point fixe de f.

6. Posons f(Z) = BZ + W.Ona
VZ1,29 € C", f(Z1) — f(Z2) = B(Z1 — Z2).
Dongc, pour tout norme N sur C", on a:
N(f(21) = f(Z2)) < N(B)N(Z1 — Z»).

Supposons p(B) < 1, alors il existe une norme N telle que f soit p(B)-lipschitzienne. Donc la suite
(Zn)nen telle que Z,+1 = f(Z,)) converge vers 'unique point fixe de f.

Inversement, supposons qu’il existe un vecteur X € C”" tel que, pour tout Z, la suite (Z,,)nen
définie comme précédemment tende vers X, et que p(B) > 1. Alors, on a

Ziw — X = B(Z, — X)

qui tend vers 0. Mais si on prend Zj tel que Zy — X soit un vecteur propre de B pour la valeur
propre A de valeur absolue |\| = p(B), on alors Z 1 — X = M**1(Zy — X) qui ne tend pas vers 0,
puisque |A| > 1.
Donc la suite (Z,,),cn converge si, et seulement si, p(B) < 1.

7. Onpose f(z) = FQZ — FY.Comme p(F(Q) < 1, on a vu que toute suite de la forme Zj, 1 = f(Zx)

converge vers l'unique X tel que X = FQX — FY/, ce qui est équivalenta M X = QX —Y, et donc
AX =Y.
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